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概要

sieveを用いて sheafを定義し，Kan拡張を用いて開基上の sheafを位相空間上の
sheafに拡張する．最後に，開基上の sheafの圏と位相空間上の sheafの圏が圏同値
であることを確認する．
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1 開基と sheaf

1.1 位相空間上の sheaf

定義. X を位相空間，O(X)をX の開集合系，U をX の開集合とする．O(X)の部分集
合 S で

(1) 任意の V ∈ S に対して V ⊆ U

(2) 任意の V ∈ S とW ∈ O(X)に対して，W ⊆ V ならばW ∈ S

をみたすものを O(X)における U 上の sieveという．U 上の sieve S で U =
⋃
S をみた

すものを U 上の covering sieveという．

∗ http://yuu7269.github.io/notes.
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U を位相空間 X の開集合とする．O(X) の部分集合 U で「任意の V ∈ U に対して
V ⊆ U」をみたすものに対して

〈U〉 = {V ∈ O(X) | ∃V ′ ∈ U (V ⊆ V ′) }

と定めると，これは U 上の sieve である．特に U が U の開被覆のとき，〈U〉 は U 上の
covering sieveである．

定義. F : O(X)op → Set を位相空間 X 上の presheaf とする．任意の U ∈ O(X) と，
O(X)における U 上の任意の covering sieve S に対して図式

F (U)
∏

V ∈S

F (V )
∏

〈W,V 〉
F (W )e r0

r1

が equalizerとなるとき，F を sheafという．ここで，eは V ∈ S に対して図式

F (U)
∏

V ∈S

F (V )

F (V )

e

を可換にする射であり，r0, r1 はW ⊆ V をみたすW , V ∈ S の組 〈W,V 〉に対して図式∏
V ∈S

F (V )
∏

〈W,V 〉
F (W )

F (W )

r0 ∏
V ∈S

F (V )
∏

〈W,V 〉
F (W )

F (V ) F (W )

r1

を可換にする射である．

位相空間X 上の sheafを対象とし，自然変換を射とすると圏をなし，これを Sh(X)と
書く．

命題 1. 位相空間 X 上の presheaf F : O(X)op → Setに対して，以下は同値である．

(1) F は sheafである．
(2) 任意の U ∈ O(X)と，U の任意の開被覆 U = {Ui | i ∈ I }に対して図式

F (U)
∏
i

F (Ui)
∏
〈i,j〉

F (Ui ∩ Uj)
e′

r′0

r′1
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は equalizerである．ここで，e′ は iに対して図式

F (U)
∏
i

F (Ui)

F (Ui)

e′

を可換にする射であり，r′0, r′1 は i, j ∈ I の組 〈i, j〉に対して図式

∏
i

F (Ui)
∏
〈i,j〉

F (Ui ∩ Uj)

F (Ui) F (Ui ∩ Uj)

r′0 ∏
i

F (Ui)
∏
〈i,j〉

F (Ui ∩ Uj)

F (Uj) F (Ui ∩ Uj)

r′1

を可換にする射である．

証明. (1) ⇒ (2): U を X の開集合，U = {Ui | i ∈ I }を U の開被覆とし，図式

F (U)
∏
i

F (Ui)
∏
〈i,j〉

F (Ui ∩ Uj)
r′0

r′1

が equalizerとなることを示す．図式

A
∏
i

F (Ui)
∏
〈i,j〉

F (Ui ∩ Uj)
r′0

r′1

が可換であるとする．
V を 〈U〉の要素，i, j を I の要素で V ⊆ Ui, Uj をみたすものとしたとき，図式

F (Ui)

A
∏
i

F (Ui) F (Ui ∩ Uj) F (V )

F (Uj)

は可換であるから，合成

A →
∏
i

F (Ui) → F (Ui) → F (V )

は V ⊆ Ui をみたす iのとり方に依らない．
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V を 〈U〉の要素とし，iを I の要素で V ⊆ Ui をみたすものとする．積
∏

V ∈〈U〉
F (V )の

普遍性から，図式
A

∏
V ∈〈U〉

F (V )

∏
i

F (Ui) F (Ui) F (V )

(2)

を可換にする射 A →
∏

V ∈〈U〉
F (V )が存在する．特に Ui ∈ 〈U〉であるから図式

A
∏

V ∈〈U〉
F (V )

∏
i

F (Ui) F (Ui)

(3)

は可換である．
W , V を 〈U〉の要素でW ⊆ V をみたすものとし，i, j を I の要素で V ⊆ Ui, W ⊆ Uj

をみたすものとする．組 〈W,V 〉に対して図式

A
∏

V ∈〈U〉
F (V )

∏
〈W,V 〉

F (W )

∏
i

F (Ui) F (Uj) F (W )

r0

A
∏

V ∈〈U〉
F (V )

∏
〈W,V 〉

F (W )

F (V )

∏
i

F (Ui) F (Ui) F (W )

r1

は共に可換であるから，積
∏

〈W,V 〉
F (W )の普遍性により図式

A
∏

V ∈〈U〉
F (V )

∏
〈W,V 〉

F (W )
r0

r1
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は可換である．よって，equalizer F (U)の普遍性により図式

F (U)
∏

V ∈〈U〉
F (V )

A

を可換にする射 A → F (U)が存在する．
I の要素 iに対して図式

A F (U)
∏
i

F (Ui)

∏
V ∈〈U〉

F (V ) F (Ui)

と図式 3 は共に可換であるから，積
∏
i

F (Ui)の普遍性により図式

F (U)
∏
i

F (Ui)

A

(4)

は可換である．
図式 4 を可換にする射 A → F (U)が与えられたとする．V を 〈U〉の要素とし，iを I

の要素で V ⊆ Ui をみたすものとする．このとき，図式

A F (U)
∏

V ∈〈U〉
F (V )

∏
i

F (Ui) F (Ui) F (V )

と図式 2 が共に可換であるから，積
∏

V ∈〈U〉
F (V )の普遍性により図式

F (U)
∏

V ∈〈U〉
F (V )

A
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は可換である．故に equalizer F (U) の普遍性から，図式 4 を可換にする射 A → F (U)

の一意性が従う．
(2) ⇒ (1): U を X の開集合，S を U 上の covering sieveとし，図式

F (U)
∏

V ∈S

F (V )
∏

〈W,V 〉
F (W )

r0

r1

が equalizerとなることを示す．ここで 〈W,V 〉はW ⊆ V をみたすW , V ∈ S の組であ
る．図式

A
∏

V ∈S

F (V )
∏

〈W,V 〉
F (W )

r0

r1

が可換であるとする．このとき，〈W,V 〉に対して図式

A
∏

V ∈S

F (V ) F (V )

F (W )

は可換である．
W , V ∈ S の組 〈W,V 〉に対して，r′0 について図式

A
∏

V ∈S

F (V )
∏

〈W,V 〉∈S×S

F (W ∩ V )

F (W )

F (W ∩ V )

r′0

は可換であり，r′1 についても同様に可換である．よって，積
∏

〈W,V 〉∈S×S

F (W ∩ V )の普

遍性により図式

A
∏

V ∈S

F (V )
∏

〈W,V 〉∈S×S

F (W ∩ V )
r′0

r′1

は可換であり，equalizer F (U)の普遍性により図式

F (U)
∏

V ∈S

S(V )

A

(5)
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を可換にする射 A → F (U)が存在する．
equalizer F (U)の普遍性から，図式 5を可換にする射A → F (U)の一意性が従う．

1.2 開基上の sheafの拡張

定義. B を位相空間 X の開基とし，B ∈ B とする．B の部分集合 S で

(1) 任意の V ∈ S に対して V ⊆ B

(2) 任意の V ∈ S とW ∈ B に対して，W ⊆ V ならばW ∈ S

をみたすものを Bにおける B 上の sieveという．B 上の sieve S で B =
⋃
S をみたすも

のを B 上の covering sieveという．

B を位相空間 X の開基 B の要素とする．B の部分集合 U で「任意の V ∈ U に対して
V ⊆ B」をみたすものに対して

〈U〉B = {V ∈ B | ∃V ′ ∈ U (V ⊆ V ′) }

と定めると，これは B 上の sieveである．特に U が B の開被覆のとき，〈U〉B は B 上の
covering sieveである．

定義. G : Bop → Setを位相空間X の開基 B上の presheafとする．任意の B ∈ Bと，B
における B 上の任意の covering sieve S に対して図式

G(B)
∏

V ∈S

G(V )
∏

〈W,V 〉
G(W )e r0

r1

が equalizerとなるとき，Gを sheafという．ここで，e, r0, r1 は位相空間上の sheafの
定義に現れたものと同様の射である．

※ 位相空間X の開基 Bが「任意の B, B′ ∈ Bに対して B ∩B′ ∈ B」をみたすとき，
命題 1と同様の命題が B 上の presheafに対して成り立つ．

位相空間 X の開基 B 上の sheafを対象とし，自然変換を射とすると圏をなし，これを
Sh(B)と書く．
i : B → O(X)を包含函手とし，G : Bop → Setを B 上の sheafとする．Setは完備で
あり，B は小圏であるから，iop に沿った G の右 Kan 拡張 〈(iop)‡G, εG〉 が存在し，各
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U ∈ O(X)に対して

((iop)
‡
G)(U) ∼= lim(U ↓ (iop) → Bop G−→ Set)

= lim
B⊆U

G(B)

である．

U ↓ (iop) Bop Set

1 O(X)op

G

U

(iop)‡G
iop εG

命題 6. B上の sheaf G : Bop → Setに対して，iopに沿ったGの右 Kan拡張 (iop)
‡
Gは

X 上の sheafである．

Bop Set

O(X)op

G

(iop)‡G
iop εG

証明. (iop)
‡
G = G̃とおく．U をX の開集合，S をO(X)における U 上の covering sieve

とし，図式
G̃(U)

∏
V ∈S

G̃(V )
∏

〈W,V 〉
G̃(W )

が equalizerとなることを示す．ここで 〈W,V 〉はW ⊆ V をみたすW , V ∈ S の組であ
る．図式

A
∏

V ∈S

G̃(V )
∏

〈W,V 〉
G̃(W )

が可換であるとする．このとき，〈W,V 〉に対して図式

A
∏

V ∈S

G̃(V ) G̃(V )

G̃(W )

は可換である．
B を B の要素で B ⊆ U をみたすものとし，

SB = {V ∈ S | V ⊆ B } ∩ B
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とおく．これは B における B 上の covering sieveである．積
∏

V ∈SB

G(V )の普遍性から，

V ∈ SB に対して図式

A
∏

V ∈SB

G(V )

∏
V ∈S

G̃(V ) G̃(V ) G(V )

(7)

を可換にする射 A →
∏

V ∈SB

G(V )が存在する．

W ⊆ V をみたすW , V ∈ SB の組 〈W,V 〉に対して，図式

A
∏

V ∈SB

G(V )
∏

〈W,V 〉
G(W )

∏
V ∈S

G̃(V ) G̃(W ) G(W )

r0

A
∏

V ∈SB

G(V )
∏

〈W,V 〉
G(W )

G̃(V ) G(V )

∏
V ∈S

G̃(V ) G̃(W ) G(W )

r1

は共に可換であるから，積
∏

〈W,V 〉
G(W )の普遍性により図式

A
∏

V ∈SB

G(V )
∏

〈W,V 〉
G(W )

r0

r1

は可換である．equalizer G(B)の普遍性により図式

G(B)
∏

V ∈SB

G(V )

A

(8)

を可換にする射 A → G(B)が存在する．
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B, B′ を B の要素で B′ ⊆ B ⊆ U をみたすものとする．このとき SB′ ⊆ SB であり，
積

∏
V ′∈SB′

G(V ′)の普遍性から，V ′ ∈ SB′ に対して図式

∏
V ∈SB

G(V )
∏

V ′∈SB′

G(V ′)

G(V ′)

を可換にする射
∏

V ∈SB

G(V ) →
∏

V ′∈SB′

G(V ′)が存在する．V ′ ∈ SB′ に対して図式

G(B)

G(B′)

∏
V ′∈SB′

G(V ′) G(V ′)

G(B)

∏
V ∈SB

G(V )

∏
V ′∈SB′

G(V ′) G(V ′)

は共に可換であるから，積
∏

V ′∈SB′

G(V ′)の普遍性により図式

G(B) G(B′)

∏
V ∈SB

G(V )
∏

V ′∈SB′

G(V ′)

は可換である．V ′ ∈ SB′ に対して図式

A G(B) G(B′)

∏
V ∈SB

G(V )
∏

V ′∈SB′

G(V ′)

∏
V ∈S

G̃(V ) G̃(V ′) G(V ′)

A G(B′)

∏
V ′∈SB′

G(V ′)

∏
V ∈S

G̃(V ) G̃(V ′) G(V ′)
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は共に可換であるから，積
∏

V ′∈SB′

G(V ′)の普遍性と equalizer G(B′)の普遍性により図式

A G(B)

G(B′)

は可換である．故に射 A → G(B)は B について自然であり，極限 G̃(U)の普遍性から，
B ⊆ U をみたす B ∈ B に対して図式

A G̃(U)

G(B)

を可換にする射 A → G̃(U)が存在する．
V を S の要素，B を B の要素で B ⊆ V をみたすものとする．このとき B ∈ S である
から B ∈ SB となる．図式

A G̃(U)
∏

V ∈S

G̃(V )

G(B) G̃(V )

∏
V ∈SB

G(V ) G(B)

id

A
∏

V ∈S

G̃(V )

G̃(B) G̃(V )

∏
V ∈SB

G(V ) G(B)

は共に可換であるから，極限 G̃(V )の普遍性と積
∏

V ∈S

G̃(V )の普遍性により図式

G̃(U)
∏

V ∈S

G̃(V )

A

(9)

は可換である．
図式 9を可換にする射 A → G̃(U)が与えられたとする．B を B の要素で B ⊆ U をみ
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たすものとし，V を SB の要素とする．図式

A G̃(U) G(B)
∏

V ∈SB

G(V )

∏
V ∈S

G̃(V ) G̃(V ) G(V )

と図式 7は共に可換であるから，積
∏

V ∈SB

G(V )の普遍性により図式

G̃(U) G(B)
∏

V ∈SB

G(V )

A

(10)

は可換である．したがって，図式 8, 図式 10は共に可換であるから，equalizer G(B)の
普遍性により図式

G̃(U) G(B)

A

は可換である．よって，極限 G̃(U)の普遍性から，図式 9を可換にする射 A → G̃(U)の
一意性が従う．

1.3 開基上の sheafと位相空間上の sheaf

F : O(X)op → SetをX 上の sheafとする．F に iop : Bop → O(X)op を合成すること
で，B 上の presheaf F ◦ iop : Bop → Setを得る．

命題 11. X 上の sheaf F : O(X)op → Set に対して，合成 F ◦ iop は B 上の sheaf で
ある．

証明. B を B の要素，S を B における B 上の covering sieveとし，図式

F (B)
∏

V ∈S

F (V )
∏

〈W,V 〉
F (W )

12



が equalizerとなることを示す．ここで 〈W,V 〉はW ⊆ V をみたすW , V ∈ S の組であ
る．図式

A
∏

V ∈S

F (V )
∏

〈W,V 〉
F (W )

が可換であるとする．このとき，〈W,V 〉に対して図式

A
∏

V ∈S

F (V ) F (V )

F (W )

は可換である．
V ∈ 〈S〉に対して

SV = {W ∈ S | W ⊆ V }

とおく．これは V の開被覆である．
V を 〈S〉の要素，V ′, V ′′ を S の要素で V ⊆ V ′, V ′′ をみたすものとし，W を 〈SV 〉の
要素，W ′ を SV の要素でW ⊆ W ′ をみたすものとする．このとき，V ′ について図式

A
∏

V ∈S

F (V ) F (V ′) F (V )
∏

W∈〈SV 〉
F (W )

F (W ′) F (W )

は可換であり，V ′′ についても同様に可換である．よって，積
∏

W∈〈SV 〉
F (W )の普遍性と

equalizer F (V )の普遍性により図式

F (V ′)

A
∏

V ∈S

F (V ) F (V )

F (V ′′)

は可換である．つまり，V ∈ 〈S〉に対して合成

A →
∏
V ∈S

F (V ) → F (V ′) → F (V )

は V ⊆ V ′ をみたす V ′ ∈ S のとり方に依らない．
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V を 〈S〉の要素とし，V ′ を S の要素で V ⊆ V ′ をみたすものとする．積
∏

V ∈〈S〉
F (V )

の普遍性から，図式

A
∏

V ∈〈S〉
F (V )

∏
V ∈S

F (V ) F (V ′) F (V )

(12)

を可換にする射 A →
∏

V ∈〈S〉
F (V )が存在する．特に V ∈ S に対して図式

A
∏

V ∈〈S〉
F (V )

∏
V ∈S

F (V ) F (V )

(13)

は可換である．
W , V を 〈S〉 の要素で W ⊆ V をみたすものとし，V ′, W ′ を S の要素で V ⊆ V ′,

W ⊆ W ′ をみたすものとする．組 〈W,V 〉に対して図式

A
∏

V ∈〈S〉
F (V )

∏
〈W,V 〉

F (W )

∏
V ∈S

F (V ) F (W ′) F (W )

r0

A
∏

V ∈〈S〉
F (V )

∏
〈W,V 〉

F (W )

F (V )

∏
V ∈S

F (V ) F (V ′) F (W )

r1

は共に可換であるから，積
∏

〈W,V 〉
F (W )の普遍性により図式

A
∏

V ∈〈S〉
F (V )

∏
〈W,V 〉

F (W )
r0

r1
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は可換である．よって，equalizer F (B)の普遍性により図式

F (B)
∏

V ∈〈S〉
F (V )

A

を可換にする射 A → F (B)が存在する．
V ∈ S に対して図式

A F (B)
∏

V ∈S

F (V )

∏
V ∈〈S〉

F (V ) F (V )

と図式 13は共に可換であるから，積
∏

V ∈S

F (V )の普遍性により図式

F (B)
∏

V ∈S

F (V )

A

(14)

は可換である．
図式 14を可換にする射 A → F (B)が与えられたとする．V を 〈S〉の要素とし，V ′ を

S の要素で V ⊆ V ′ をみたすものとする．このとき，図式

A F (B)
∏

V ∈〈S〉
F (V )

∏
V ∈S

F (V ) F (V ′) F (V )

と図式 12が共に可換であるから，積
∏

V ∈〈S〉
F (V )の普遍性により図式

F (B)
∏

V ∈〈S〉
F (V )

A

は可換である．故に equalizer F (B)の普遍性から，図式 14を可換にする射 A → F (B)

の一意性が従う．
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命題 15. 位相空間X 上の sheaf F に対して，〈F, id〉は iop に沿った F ◦ iop の右 Kan拡
張である．

Bop O(X)op Set

O(X)op

iop F

F
iop id

証明. P : O(X)op → Setを X 上の presheafとし，θ : P ◦ iop ⇒ F ◦ iop を自然変換と
する．

Bop O(X)op Set

O(X)op

iop F

iop

P

θ

X の開集合 U に対して
BU = {B ∈ B | B ⊆ U }

とおく．これは U の開被覆である．
U をX の開集合，V を 〈BU 〉の要素とし，B, B′ を BU の要素で V ⊆ B, B′ をみたす
ものとする．V ′ ∈ 〈BV 〉とし，B′′ を BV の要素で V ′ ⊆ B′′ をみたすものとする．このと
き，B について図式

P (U) P (B) F (B) F (V )
∏

V ′∈〈BV 〉
F (V ′)

P (B′′) F (B′′) F (V ′)

θB

θB′′

は可換であり，B′ についても同様に可換である．よって，積
∏

V ′∈〈BV 〉
F (V ′)の普遍性と

equalizer F (V )の普遍性により図式

P (B) F (B)

P (U) F (V )

P (B′) F (B′)

θB

θB′

は可換である．つまり，合成

P (U) → P (B)
θB−−→ F (B) → F (V )
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は V ⊆ B ⊆ U をみたす B ∈ B のとり方に依らない．
V を 〈BU 〉の要素とし，Bを BU の要素で V ⊆ Bをみたすものとする．積

∏
V ∈〈BU〉

F (V )

の普遍性から，図式

P (U)
∏

V ∈〈BU〉
F (V )

P (B) F (B) F (V )
θB

(16)

を可換にする射 P (U) →
∏

V ∈〈BU〉
F (V )が存在する．

W , V を 〈BU 〉の要素でW ⊆ V をみたすものとし，BW , BV を BU の要素でW ⊆ BW ,
V ⊆ BV をみたすものとする．組 〈W,V 〉に対して図式

P (U)
∏

V ∈〈BU〉
F (V )

∏
〈W,V 〉

F (W )

P (BW ) F (BW ) F (W )

r0

θBW

P (U)
∏

V ∈〈BU〉
F (V )

∏
〈W,V 〉

F (W )

F (V )

P (BV ) F (BV ) F (W )

r1

θBV

は共に可換であるから，積
∏

〈W,V 〉
F (W )の普遍性により図式

P (U)
∏

V ∈〈BU〉
F (V )

∏
〈W,V 〉

F (W )
r0

r1

は可換である．故に equalizer F (U)の普遍性により図式

F (U)
∏

V ∈〈BU〉
F (V )

P (U)

σU

を可換にする射 σU : P (U) → F (U)が存在する．
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U , U ′ を X の開集合で U ⊆ U ′ をみたすものとし，V を 〈BU 〉の要素，B を BU の要
素で V ⊆ B をみたすものとする．図式

F (U)
∏

V ∈〈BU〉
F (V )

F (U ′) F (V )

P (U ′)
∏

V ′∈〈BU′〉
F (V ′)

σU′

F (U)
∏

V ∈〈BU〉
F (V )

P (U) P (B) F (B) F (V )

P (U ′)
∏

V ′∈〈BU′〉
F (V ′)

σU

θB

は共に可換であるから，積
∏

V ∈〈BU〉
F (V )の普遍性と equalizer F (U)の普遍性により図式

P (U ′) F (U ′)

P (U) F (U)

σU′

σU

は可換である．故に σ = 〈σU 〉U は自然変換 P ⇒ F である．
B を B の要素とし，V を 〈BB〉の要素とする．図式

F (B)
∏

V ∈〈BB〉
F (V )

P (B) P (B) F (B) F (V )

σB

id θB

F (B)
∏

V ∈〈BB〉
F (V )

P (B) P (B) F (B) F (V )

θB

id θB

は共に可換であるから，equalizer F (B)の普遍性により σB = θB が従う．故に

Bop O(X)op Set

O(X)op

iop F

F

iop

P

id

σ
=

Bop O(X)op Set

O(X)op

iop F

iop

P

θ (17)

となる．
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等式 17 をみたす自然変換 σ : P ⇒ F が与えられたとする．U を X の開集合，V を
〈BU 〉の要素，B を BU の要素で V ⊆ B をみたすものとする．図式

F (U)
∏

V ∈〈BB〉
F (V )

P (U) P (B) F (B) F (V )

σU

θB=σB

と図式 16は共に可換であるから，積
∏

V ∈〈BB〉
F (V )の普遍性により図式

F (U)
∏

V ∈〈BU〉
F (V )

P (U)

σU

は可換である．故に equalizer F (U)の普遍性から，この図式を可換にする σU は一意で
ある．よって，等式 17をみたす自然変換 σ は一意である．

※ 包含函手 i : B → O(X)に対して，組 〈idO(X), idi〉は iに沿った iの各点左 Kan
拡張である．

B O(X)

O(X)

i

idO(X)

i
idi

故に命題 15から，X 上の sheaf F が右Kan拡張 〈idopO(X), id
op
i 〉を保つことがわかる．

Bop O(X)op Set

O(X)op

iop

idop
O(X)

iop

F

idop
i

=

Bop O(X)op Set

O(X)op

iop F

F
iop id

函手 s : Sh(B) → Sh(X) を G 7→ (iop)
‡
G で定め，函手 r : Sh(X) → Sh(B) を

F 7→ F ◦ iop で定める．

命題 18. sは rの右随伴函手である．

HomSh(X)(F, s(G)) ∼= HomSh(B)(r(F ), G)

19



証明. 右 Kan拡張の普遍性から従う．

定理 19. X 上の sheaf の圏 Sh(X) と X の開基 B 上の sheaf の圏 Sh(B) は圏同値で
ある．

証明. 命題 15から s ◦ r ∼= id が従う．G : Bop → Setを B 上の sheafとし，〈s(G), εG〉
を iop に沿った Gの右 Kan拡張とする．s(G)が各点右 Kan拡張であり，iが忠実充満
であるから，εG : (r ◦ s)(G) ⇒ Gは同型である．

Bop Set

O(X)op

G

s(G)=(iop)‡G
iop εG

故に r ◦ s ∼= id が従う．
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