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1 対角自然変換
定義. C,Dを圏，F,G : Cop ×C → Dを函手とする．対角自然変換 σ : F

··→ Gとは，圏
D の射の族 {σa : F (a, a) → G(a, a)}a∈C であって，C の任意の射 f : a → bに対して次
の図式が可換となるものである．

F (b, a)

F (a, a)

F (b, b)

G(a, a)

G(b, b)

G(a, b)

F (f, ida)

F (idb, f)

σa

σb

G(ida, f)

G(f, idb)

F から Gへの対角自然変換全体の集合を Dinat(F,G)と書く．

F,G : Cop × C → D を函手，θ : F ⇒ Gを自然変換とする．C の射 f : a → bについ

∗ https://yuu7269.github.io/notes.
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て次の図式を考える．

F (b, a)

F (a, a)

F (b, b)

G(b, a)

G(a, a)

G(b, b)

G(a, b)

F (f, ida)

F (idb, f)

θa,a

θb,b

G(ida, f)

G(f, idb)

θb,a

G(f, ida)

G(idb, f)

左上と左下の四角形は θ の自然性から可換であり，また右の四角形も可換である．した
がって a ∈ C に対して σa = θa,a とおくと，これは対角自然変換 σ : F

··→ Gを定める．
F : C → D を函手，P : Cop × C → C を射影とする．このとき函手 F は合成 F ◦ P :

Cop × C → D として扱うことができる．
F,G : C → D を函手とし，これらを Cop × C から D への函手とみなしたものをそれ
ぞれ F0, G0 とおく．対角自然変換 σ : F0

··→ G0 について考える．圏 C の射 f : a → bに
対して図式

F0(b, a)

F0(a, a)

F0(b, b)

G0(a, a)

G0(b, b)

G0(a, b)

F0(f, ida)

F0(idb, f)

σa

σb

G0(ida, f)

G0(f, idb)

は可換である．よって F0, G0 の定義より図式

F (a)

F (b)

G(a)

G(b)

F (f)

σa

σb

G(f)

は可換であり，これは σ が自然変換 F ⇒ Gであることを表している．
F : C → D を共変函手，G : C → D を反変函手 (つまり共変函手 G : Cop → D) と
し，これらを Cop × C から D への函手とみなしたものをそれぞれ F0, G0 とおく．σ :
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F0
··→ G0 を対角自然変換とする．このとき C の射 f : a→ bに対して図式

F (a)

F (b)

G(a)

G(b)

F (f)

σa

σb

G(f)

は可換である．このような対角自然変換は共変函手 F から反変函手 Gへの自然変換と考
えることができる．同様に，反変函手から共変函手への自然変換も考えられる．

例 1. VectR を実数体 R 上の線型空間の圏，MVectR を R 上の内積空間の圏，U :

MVectR → VectRを忘却関手，F : (MVectR)
op → VectRを「双対空間をとる」函手

とする．このとき，内積空間 〈V, 〈−,−〉〉に対して写像 κ〈V,〈−,−〉〉 : V → HomVectR(V,R)

を x 7→ 〈x,−〉により定めると，これは対角自然変換 U
··→ F を定める．

定義. T : Cop × C → D を函手，x ∈ D とする．対角函手 ∆xから T への対角自然変換
を x から T への wedge という．すなわち，D の射の族 σ = {σa : x → T (a, a)}a∈C で
あって，C の任意の射 f : a→ bに対して次の図式が可換となるものである．

x

T (a, a)

T (b, b)

T (a, b)

σa

σb

T (ida, f)

T (f, idb)

xから T への wedgeを x
··→ T で表す．xから T への wedge全体の集合をWedge(x, T )

と書く．

定義. T : Cop × C → D を函手，x ∈ D とする．T から対角函手 ∆xへの対角自然変換
を T から xへの cowedgeという．すなわち，Dの射の族 σ = {σa : T (a, a) → x}a∈C で
あって，C の任意の射 f : a→ bに対して次の図式が可換となるものである．

T (b, a)

T (a, a)

T (b, b)

x

T (f, ida)

T (idb, f)

σa

σb

T から x への cowedge を T
··→ x で表す．T から x への cowedge 全体の集合を

Wedge(T, x)と書く．
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例 2. C を圏とする．函手 HomC(−,−) : Cop × C → Setを次のように定める．

• 対象 〈a, b〉 ∈ Cop × C に対して HomC(a, b).
• Cop × C の射 〈f, g〉 : 〈a, b〉 → 〈a′, b′〉に対して

HomC(f, g) = g ◦ − ◦ f : HomC(a, b) → HomC(a
′, b′), h 7→ g ◦ h ◦ f.

a ∈ C に対して，一点集合 1 = { ∗ }から HomC(a, a)への写像 λa : 1 → HomC(a, a)を
λa(∗) = ida により定めると，これは wedge λ : 1 → HomC(−,−)を定める．

例 3. C を圏とする．a, b, c ∈ C に対して写像 λ(a, b, c)を

λ(a, b, c) : HomC(b, c)×HomC(a, b) → HomC(a, c), 〈g, f〉 7→ g ◦ f

と定める．λ(a, b, c)は a, cについて自然であり，bについて対角自然である．

例 4. F,G : C → D を函手とする．自然変換 σ : F ⇒ Gとは D の射の族 {σa : F (a) →
G(a)}a∈C であって，C の任意の射 f : a → bに対して次の図式が可換となるもののこと
であった．

F (a)

F (b)

G(a)

G(b)

F (f) G(f)

σa

σb

1 = { ∗ }を一点集合とする．一般に，集合 Aの要素を与えることと写像 1 → Aを与える
ことは同じであるから，これによって自然変換の定義を書き換えると次のようになる．自
然変換 σ : F ⇒ G とは D の射の族 {σa : 1 → HomD(F (a), G(a))}a∈C であって，C の
任意の射 f : a→ bに対して次の図式が可換となるものである．

1

HomD(F (a), G(a))

HomD(F (b), G(b))

HomD(F (a), G(b))

σa

σb

G(f) ◦ −

− ◦ F (f)

これは σ が 1から HomD(F (−), G(−)) : Cop × C → Setへの wedgeであることを表し
ている．

2つの対角自然変換の合成は対角自然変換とは限らないが，対角自然変換と自然変換の
合成は対角自然変換である．
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命題 5. F, F ′, G,G′ : Cop × C → D を函手，σ : F ′ ⇒ F , τ : G ⇒ G′ を自然変換，ρ :
F

··→ Gを対角自然変換とする．このとき，a ∈ C に対して合成 τa,a ◦ ρa ◦ σa,a は対角自
然変換 F ′ ··→ G′ を定める．

証明. f : a→ bを圏 C の射とする．図式

F ′(b, a)

F ′(a, a)

F ′(b, b)

F (b, a)

F (a, a)

F (b, b)

G(a, a)

G(b, b)

G(a, b)

G′(a, a)

G′(b, b)

G′(a, b)

F ′(f, ida)

F ′(idb, f)

σa,a

σb,a

σb,b

F (f, ida)

F (idb, f)

ρa

ρb

G(ida, f)

G(f, idb)

τa,a

τb,a

τb,b

G′(ida, f)

G′(f, idb)

が可換であることから従う．

命題 6. F,G : C → D, H : C × Cop × C → D を函手とする．a, b ∈ C に対して，

σa,b : F (a) → H(b, b, a), τb,a : H(a, b, b) → G(a)

は a について自然，b について対角自然であるとする．このとき c ∈ C に対して合成
τc,c ◦ σc,c は自然変換 F ⇒ Gを定める．

証明. f : a→ bを圏 C の射とする．図式

F (a)

F (b)

H(b, b, a)

H(b, b, b)

H(a, a, a)

H(b, a, a)

G(a)

G(b)

F (f) G(f)

σa,a τa,a

σb,b τb,b

σa,b

H(idb, idb, f)

H(idb, f, ida)

H(f, ida, ida)

τa,b

が可換であることから従う．

2 エンド
定義. 函手 T : Cop × C → D のエンドとは，次をみたす組 〈e, λ〉である．

(1) e ∈ D は対象である．
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(2) λ : e ··→ T は wedgeである．
(3) σ : x ··→ T を wedgeとするとき，任意の a ∈ C に対して σa = λa ◦ pをみたす射

p : x→ eが一意的に存在する．

x e

T (a, a)

T (b, b)

T (a, b)

σa

σb

λa

λb

T (ida, f)

T (f, idb)

p

このとき eを
∫
a∈C T (a, a)で表す．双対的にコエンド

∫ a∈C
T (a, a)も定義される．

例 7. F,G : C → D を函手とする．このとき∫
a∈C

HomD(F (a), G(a)) ∼= HomDC (F,G).

証明. a ∈ C に対して λa : HomDC (F,G) → HomD(F (a), G(a))を λa(α) = αa により
定めると，これは wedge λ : HomDC (F,G)

··→ HomD(F (−), G(−))を定める．wedge σ :
x

··→ HomD(F (−), G(−))を任意にとる．C の任意の射 f : a→ bに対して図式

x

HomD(F (a), G(a))

HomD(F (b), G(b))

HomD(F (a), G(b))

σa

σb

G(f) ◦ −

− ◦ F (f)

は可換であるから，u ∈ xに対して σa(u) : F (a) → G(a)は aについて自然である．これ
により自然変換 σ−(u) : F ⇒ Gを得る．写像 p : x→ HomDC (F,G)を p(u) = σ−(u)に
より定めると，これは任意の a ∈ C に対して λa ◦ p = σa をみたす．

x HomDC (F,G)

HomD(F (a), G(a))

HomD(F (b), G(b))

HomD(F (a), G(b))

λa

λb

G(f) ◦ −

− ◦ F (f)

σa

σb

p

任意の a ∈ C に対して λa ◦ p = σa をみたす射 p : x → HomDC (F,G)が与えられたとす
る．u ∈ xとする．任意の a ∈ C に対して p(u)a = λa(p(u)) = σa(u)であるから p(u) =
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σ−(u) が従う．故に 〈HomDC (F,G), λ〉 はエンドであり，
∫
a∈C HomD(F (a), G(a)) ∼=

HomDC (F,G)が従う．

F,G : C → D を函手とする．自然変換 F ⇒ Gとは wedge 1
··→ HomD(F (−), G(−))

のことであった．このことから，先の例は次のように一般化される．

例 8. T : Cop × C → Setを函手とする．このとき∫
a∈C

T (a, a) ∼= Wedge(1, T ).

例 9. S, T : Cop × C → D を函手とする．函手 HomD(S(−,−), T (−,−)) : Cop × C →
Setを次のように定める．

• 対象 〈a, b〉 ∈ Cop × C に対して HomD(S(b, a), T (a, b)).
• Cop × C の射 〈f, g〉 : 〈a, b〉 → 〈a′, b′〉に対して

T (f, g) ◦ − ◦ S(g, f) : HomD(S(b, a), T (a, b)) → HomD(S(b
′, a′), T (a′, b′)).

※ 函手 HomD(S(−,−), T (−,−)) : Cop × C → Setは次のような合成で表すことが
できる．

Cop × C
∆−→ (Cop × C)× (Cop × C)

∼=−→ (Cop × C)
op × (Cop × C)

Sop×T−−−−→ Dop ×D
HomD(−,−)−−−−−−−−→ Set

ここで，∆は対角函手である．

このとき， ∫
a∈C

HomD(S(a, a), T (a, a)) ∼= Dinat(S, T ).

例 10. Rを可換とは限らない単位的環とし，これを一点前加法圏 R∗ とみなす．

※ 圏 R∗ を次のように定めると，これは前加法圏である．

• Ob(R∗) = { ∗ }.
• HomR∗(∗, ∗) = R.
• f, g ∈ HomR∗(∗, ∗)に対して合成 g ◦ f は積 g · f .
• 対象 ∗の恒等射 id∗ は環 Rの単位元 1.
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逆に，対象 ∗ をもつ一点前加法圏 C が与えられたとき, HomC(∗, ∗) はアーベル群
であり，f, g ∈ HomC(∗, ∗) に対して積 g · f を射の合成 g ◦ f により定めることで
HomC(∗, ∗)は環になる．

左 R 加群M とは，アーベル群M と次をみたす写像 R ×M → M ; 〈a, x〉 7→ axの組の
ことであった：任意の a, b ∈ R, 任意の x, y ∈M に対して

• a(x+ y) = ax+ ay,
• (a+ b)x = ax+ bx,
• (ab)x = a(bx),
• 1x = x.

このような写像 R×M →M を与えることと，環準同型 R → HomAb(M,M)を与える
ことは同じである．ここで，HomAb(M,M)はM からM への群準同型全体の集合を表
し，f, g ∈ HomAb(M,M)に対して和 f + g と積 fg は，x ∈M に対して

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(fg)(x) = f(g(x))

により定まっている群準同型M →M である．したがって，左R加群M は一点前加法圏
R∗からアーベル群の圏Abへの加法函手M∗であって，R∗の対象 ∗に対してアーベル群
M が対応しているものとみなせる．同様に，右 R加群M は加法函手M∗ : R

op
∗ → Abと

みなせる．M を右R加群，N を左R加群とする．函手M∗(−)⊗N∗(−) : Rop
∗ ×R∗ → Ab

を次のように定める．

• 対象 〈∗, ∗〉に対してM∗(∗)⊗N∗(∗) =M ⊗Z N .
• 射 〈a, b〉 : 〈∗, ∗〉 → 〈∗, ∗〉に対してM∗(a)⊗N∗(b) : M ⊗Z N →M ⊗Z N .

このとき，函手M∗(−)⊗N∗(−)のコエンドは環 R上のテンソル積M ⊗R N である．∫ ∗∈R∗

M∗(∗)⊗N∗(∗) ∼=M ⊗R N

証明. R双線型写像は Z双線型写像であるから，テンソル積M ⊗Z N の普遍性より次の
図式を可換にする群準同型 λ∗ : M ⊗Z N →M ⊗R N が存在する．

M ×N

M ⊗Z N

M ⊗R N
⊗Z

⊗R

λ∗
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写像 ⊗R : M × N → M ⊗R N は R 双線型であるから，群準同型 λ∗ は任意の x ∈ M ,
y ∈ N , a ∈ Rに対して

λ∗(xa⊗ y) = λ∗(x⊗ ay)

をみたす．つまり，任意の a ∈ Rに対して次の図式は可換である．

M ⊗Z N

M ⊗Z N

M ⊗Z N

M ⊗R N

M∗(a) ⊗N∗(1)

M∗(1) ⊗N∗(a)

λ∗

λ∗

故に λ∗ は wedge λ : M∗(−)⊗N∗(−)
··→ M ⊗R N を定める．このとき 〈M ⊗R N,λ〉が

コエンドとなることを示す．σ : M∗(−)⊗N∗(−)
··→ Aを wedgeとする．合成 σ∗ ◦ ⊗Z :

M ×N → Aは Z双線型であり，任意の a ∈ Rに対して図式

M ⊗Z N

M ⊗Z N

M ⊗Z N

A

M∗(a) ⊗N∗(1)

M∗(1) ⊗N∗(a)

σ∗

σ∗

は可換であるから，σ∗ ◦ ⊗Z は R双線型である．故に，テンソル積M ⊗R N の普遍性よ
り次の図式を可換にする群準同型 h : M ⊗R N → Aが存在する．

M ×N

M ⊗Z N

M ⊗R N

A

⊗Z

⊗R

h

σ∗

λ∗

テンソル積M ⊗Z N の普遍性より次の図式は可換である．

M ⊗Z N

M ⊗R N

A

h

σ∗

λ∗

テンソル積M ⊗Z N の普遍性より，h ◦ λ∗ = σ∗ をみたす群準同型 h : M ⊗R N → Aは
一意的である．故に 〈M ⊗R N,λ〉はコエンドであり，

∫ ∗∈R∗ M(∗) ⊗N(∗) ∼= M ⊗R N
が従う．
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T : Cop × C → D を函手，f : d → d′ を圏 D の射，σ : T ··→ d を cowedge とする．
このとき {f ◦ σa}a∈C は cowedge T ··→ d′ である．次のようにして函手Wedge(T,−) :

D → Setを定める．

• 対象 d ∈ D に対してWedge(T, d).
• D の射 f : d→ d′ に対して

Wedge(T, f) : Wedge(T, d) → Wedge(T, d′), σ 7→ {f ◦ σa}a∈C .

同様にして函手Wedge(−, T ) : Dop → Setが定まる．
函手 T : C → D に対して

Cone(T,−) = HomDC (T,∆(−)) : D → Set,

Cone(−, T ) = HomDC (∆(−), T ) : Dop → Set

とおく．
函手 T : C → D の極限 limT の存在と，函手 Cone(−, T ) : Dop → Setが表現可能で
あることが同値であるように，エンドに対して次が成り立つ．

命題 11. T : Cop × C → D を函手とする．このとき以下は同値である．

(1) 函手 T のエンド
∫
a
T (a, a)が存在する．

(2) 函手Wedge(−, T ) : Dop → Setは表現可能である．

3 変数の函手 T : Cop × C × X → D について考える．x ∈ X を固定することで 2
変数の函手 T (−,−, x) : Cop × C → D が得られるから，エンド

∫
a
T (a, a, x) を考え

ることができる．任意の x ∈ X に対してエンド
∫
a
T (a, a, x) が存在するとき，対応

X 3 x 7→
∫
a
T (a, a, x) ∈ D を考えることができる．

命題 12. T : Cop × C × X → D を函手とし，任意の x ∈ X に対してエンド〈∫
a
T (a, a, x), λx

〉
が存在すると仮定する．圏 C の射 f : a → b と x ∈ X に対して

αfx = T (ida, f, idx) ◦ λxa とおく．

∫
a
T (a, a, x)

T (a, a, x)

T (b, b, x)

T (a, b, x)

λx
a

λx
b

T (ida, f, idx)

T (f, idb, idx)

αf
x

このとき以下をみたす函手 F : X → D が一意的に存在する．
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(1) x ∈ X に対して F (x) =
∫
a
T (a, a, x).

(2) C の射 f : a→ bに対して αfx : F (x) → T (a, b, x)が自然変換 αf : F ⇒ T (a, b,−)

を定める．

この F を
∫
a
T (a, a,−)で表す．

証明. k : x→ y を圏 X の射，f : a→ bを圏 C の射とし，次の図式の実線部を考える．

∫
a
T (a, a, y) T (a, a, y)

T (b, b, y) T (a, b, y)

∫
a
T (a, a, x) T (a, a, x)

T (b, b, x) T (a, b, x)

λy
b

λy
a

T (f, idb, idy)

T (ida, f, idy)

F (k)

T (idb, idb, k)

T (ida, ida, k)

T (ida, idb, k)

λx
b

λx
a

T (f, idb, idx)

T (ida, f, idx)

実線部の各四角形はすべて可換であるから，エンド
∫
a
T (a, a, y) の普遍性より点線の射

F (k) :
∫
a
T (a, a, x) →

∫
a
T (a, a, y)を得る．このとき明らかに F は函手X → Dである．

また明らかに αfx : F (x) → T (a, b, x)は xについて自然である．エンドの普遍性より，こ
のような函手 F は一意的である．

4変数の函手 T : Cop × C ×Xop ×X → D について考える．圏 C についてエンドを
とることで函手

∫
a∈C T (a, a,−,−) : Xop ×X → D を得ることができ，さらにこれのエ

ンド ∫
x∈X

∫
a∈C

T (a, a, x, x)

を考えることができる．一方で，同型 Cop × C ×Xop ×X ∼= (C ×X)
op × (C ×X)に

より T : (C ×X)
op × (C ×X) → D とみなすことで，エンド∫

〈a,x〉∈C×X
T (a, a, x, x)

も考えることができる．

定理 13. T : Cop × C × Xop × X → D を函手とし，任意の x, y ∈ X に対してエンド〈∫
a∈C T (a, a, x, y), λ

x,y
〉
が存在すると仮定する．函手

∫
a
T (a, a,−,−) : Xop ×X → D

11



を F とおく．このとき d ∈ D について自然な同型

Wedge(d, T ) ∼= Wedge(d, F )

が存在する．

証明. f : a → bを圏 C の射，k : x → y を圏 X の射とする．函手 F : Xop ×X → D の
定義や wedgeの定義より，次の可換図式を得る．

T (a, a, x, x)

F (x, x)

T (a, b, x, x)

F (x, y)

T (a, a, x, y)

T (a, a, y, y)

F (y, y)

T (a, b, x, y)

T (a, b, y, y)

T (b, b, y, y)

λx,x
a

F (idx, k)

F (k, idy)

λy,y
b

T (ida, f, idx, idx) T (ida, idb, idx, k)

T (f, idb, idy, idy)

T (ida, idb, k, idy)
T (ida, ida, idx, k)

λx,y
a

T (ida, f, idx, idy)

λy,y
a

T (ida, ida, k, idy)

T (ida, f, idy, idy)

σ : d
··→ F を wedgeとする．〈a, x〉 ∈ C×X に対して φd(σ)〈a,x〉 = λx,xa ◦σxと定める．

C ×X の任意の射 〈f, k〉 : 〈a, x〉 → 〈b, y〉に対して次の図式が可換であるから φd(σ)〈a,x〉

は wedge φd(σ) : d
··→ T を定める．

T (a, a, x, x)

F (x, x)

T (a, b, x, x)

F (x, y)

T (a, a, x, y)

T (a, a, y, y)

F (y, y)

T (a, b, x, y)

T (a, b, y, y)

T (b, b, y, y)

λx,x
a

F (idx, k)

F (k, idy)
λy,y
b

d

σx

σy

φd(σ)〈a,x〉

φd(σ)〈b,y〉

12



明らかに，写像 φd : Wedge(d, F ) → Wedge(d, T )は d ∈ D について自然である．
τ : d

··→ T を wedgeとする．x ∈ X を固定することで wedge τ〈−,x〉 : d→ T (−,−, x, x)
を得る．したがって，エンド F (x, x) =

∫
a
T (a, a, x, x)の普遍性から任意の a ∈ C に対し

て次の図式を可換にする射 ψd(τ)x : d→ F (x, x)が存在する．

d F (x, x)

T (a, a, x, x)

ψd(τ)x

λx,x
aτ〈a,x〉

k : x→ y を圏 X の射とする．圏 C の任意の射 f : a→ bに対して図式

d

F (x, x)

F (y, y)

T (a, a, x, x)

F (x, y)

T (b, b, y, y)

T (a, a, x, y)

T (b, b, x, y)

T (a, b, x, y)
ψd(τ)x

ψd(τ)y

λx,x
a

F (idx, k)

F (k, idx)

λy,y
b

T (ida, ida, idx, k)

λx,y
a

λx,y
b

T (idb, idb, k, idy)

T (ida, f, idx, idy)

T (f, idb, idx, idy)

τ〈a,x〉

τ〈b,y〉

は可換であるから，エンド F (x, y) =
∫
a
T (a, a, x, y)の普遍性より次の図式が可換となる．

d

F (x, x)

F (y, y)

F (x, y)

ψd(τ)x

ψd(τ)y

F (idx, k)

F (k, idx)

故に ψd(τ)x は wedge ψd(τ) : d
··→ F を定める．

σ : d
··→ F を wedge, x ∈ X とする．任意の a ∈ C に対して図式

d F (x, x)

F (x, x) T (a, a, x, x)

ψd(φd(σ))x

λx,x
aφd(σ)〈a,x〉

σx

λx,x
a

13



は可換であるから，エンド F (x, x) =
∫
a
T (a, a, x, x)の普遍性より ψd(φd(σ))x = σxが従

う．故に ψd(φd(σ)) = σであり，ψd ◦φd = idが従う．wedge τ : d ··→ T と 〈a, x〉 ∈ C×X
に対して

φd(ψd(τ))〈a,x〉 = λx,xa ◦ ψd(τ)x = τ〈a,x〉

であるから φd ◦ ψd = idが従う．故に φd, ψd は互いに逆写像である．

故に，函手Wedge(−, T ),Wedge(−, F ) : Dop → Set の一方が表現可能ならばもう一
方も表現可能であり，∫

〈a,x〉∈C×X
T (a, a, x, x) ∼=

∫
x∈X

F (x, x) =

∫
x∈X

(∫
a∈C

T (a, a, x, x)

)
が従う．

系 14 (Fubiniの定理). T : Cop×C×Xop×X → Dを函手とする．任意の x, y ∈ X に対
してエンド

∫
a∈C T (a, a, x, y)が存在し，任意の a, b ∈ Cに対してエンド

∫
x∈X T (a, b, x, x)

が存在すると仮定する．このとき∫
x∈X

(∫
a∈C

T (a, a, x, x)

)
∼=
∫
a∈C

(∫
x∈X

T (a, a, x, x)

)
.

エンドは以下のように極限で表すことができる．
C を圏とする．圏 C# を次のように定める*1．

• 対象は C の射である．
• f : a → bから f ′ : a′ → b′ への射は C の射の組 〈h, k〉で次の図式を可換にするも
のである．

a b

a′ b′

f

f ′

h k

• 射 〈h, k〉 : f → f ′, 〈h′, k′〉 : f ′ → f ′′ に対して合成は

〈h′, k′〉 ◦ 〈h, k〉 := 〈h ◦ h′, k′ ◦ k〉 : f → f ′′

である．

*1 圏 C# を twisted arrow categoryと呼ぶ．これは函手 HomC(−,−) : Cop × C → Setの category
of elementsである．
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• f : a→ bの恒等射は 〈ida, idb〉 : f → f である．

圏 C# の任意の射 〈h, k〉 : f → f ′ は次のように分解する．

f

f ◦ h

k ◦ f

f ′

〈h, id〉

〈id, k〉

〈id, k〉

〈h, id〉

〈h, k〉

函手 U : C# → Cop × C を次のように定める．

• 対象 f ∈ C# に対して U(f) = 〈dom(f), cod(f)〉.
• C# の射 〈h, k〉 : f → f ′ に対して U(h, k) = 〈h, k〉.

命題 15. T : Cop × C → D を函手とする．このとき，d ∈ D について自然な同型

Wedge(d, T ) ∼= Cone(d, T ◦ U)

が存在する．

証明. σ : d ··→ T を wedge とする．f ∈ C# に対して φ(σ)f = T
(
iddom(f), f

)
◦ σdom(f)

と定める．C# の任意の射 〈h, k〉 : (f : a→ b) → (f ′ : a′ → b′)に対して図式

d

T (a, a)

T (b, b)

T (a′, a′, )

T (U(f))

T (U(f ◦ h))

T (U(f ′))

σa

σb

σa′

T (ida, f)

T (f, ida)

T (h ◦ f, idb)

T (ida′ , f ◦ h)

T
(
ida′ , f ′)

T (U(h, idb))

T (U(ida′ , k))

φ(σ)f

φ(σ)f′

T (U(h, k))

は可換であるから φ(σ)f は自然変換 φ(σ) : ∆d ⇒ T ◦ U を定める．明らかに写像 φ :

Wedge(d, T ) → Cone(d, T ◦ U)は d ∈ Dについて自然である．θ : ∆d⇒ T ◦U を自然変
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換とする．a ∈ C に対して ψ(θ)a = θida と定める．C の任意の射 f : a→ bに対して図式

d

T (a, a)

T (b, b)

T (a, b)

ψ(θ)a = θida

ψ(θ)b = θidb

T (ida, f)

T (f, idb)

θf

は可換であるから ψ(θ)a は wedge ψ(θ) : d ··→ T を定める．
任意の wedge σ : d ··→ T と a ∈ C に対して

ψ(φ(σ))a = φ(σ)ida
= T (ida, ida) ◦ σa = σa

であるから ψ ◦ φ = idが従う．任意の自然変換 θ : ∆d ⇒ T ◦ U と C# の対象 f : a → b

に対して
φ(ψ(θ))f = T (ida, f) ◦ ψ(θ)a = T (ida, f) ◦ θida

= θf

であるから φ ◦ ψ = idが従う．したがって，φ, ψ は互いに逆写像である．

故に，函手Wedge(−, T ),Cone(−, T ◦ U) : Dop → Set の一方が表現可能ならばもう
一方も表現可能であり， ∫

a

T (a, a) ∼= lim(T ◦ U)

が従う．
積の存在を仮定すると，エンドは次のように equalizerで表すことができる．

命題 16. T : Cop × C → D を函手とし，圏 D において，積〈 ∏
a∈Ob(C)

T (a, a), p

〉
,

〈 ∏
f∈Mor(C)

T (dom(f), cod(f)), p′

〉

が存在すると仮定する．積
∏
f

T (dom(f), cod(f)) の普遍性より，圏 C の任意の射 f :

a→ bに対して次の図式を可換にする射 s, t :
∏
a
T (a, a) →

∏
f

T (dom(f), cod(f))が存在

する．

T (a, a)

T (a, b)

∏
a
T (a, a)

∏
f

T (dom(f), cod(f))

T (ida, f)

pa

p′f

s

T (b, b)

T (a, b)

∏
a
T (a, a)

∏
f

T (dom(f), cod(f))

T (f, idb)

pb

p′f

t

このとき以下は同値である．
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(1) 函手 T : Cop × C → D のエンドが存在する．
(2) 射 s, t :

∏
a
T (a, a) →

∏
f

T (dom(f), cod(f))の equalizerが存在する．

証明. (1 =⇒ 2)
〈∫
a
T (a, a), λ

〉
を T : Cop × C → D のエンドとする．積

∏
a
T (a, a)の

普遍性より，任意の a ∈ C に対して次の図式を可換にする射 r :
∫
a
T (a, a) →

∏
a
T (a, a)

が存在する．
T (a, a)

∫
a
T (a, a)

∏
a
T (a, a)

λa

r

pa

〈∫
a
T (a, a), r

〉
が射 s, t :

∏
a
T (a, a) →

∏
f

T (dom(f), cod(f)) の equalizer であることを

示す．λ :
∫
a
T (a, a)

··→ T が wedge であることと射 r, s, t のとり方から，C の任意の射
f : a→ bに対して次の図式は可換である．

∫
a
T (a, a)

∏
a
T (a, a)

∏
f

T (dom(f), cod(f)) T (a, b)

T (a, a)

T (b, b)

r s

t

p′f

λa

λb

pa

pb

T (ida, f)

T (f, idb)

故に，積
∏
f

T (dom(f), cod(f))の普遍性より s ◦ r = t ◦ r が従う．q : x →
∏
a
T (a, a)を

s ◦ q = t ◦ q をみたす射とする．このとき C の任意の射 f : a→ bに対して図式

x
∏
a
T (a, a)

∏
f

T (dom(f), cod(f)) T (a, b)

T (a, a)

T (b, b)

q s

t

p′f

pa ◦ q

pb ◦ q

pa

pb

T (ida, f)

T (f, idb)

は可換であるから pa ◦ q は wedge x ··→ T を定める．エンド
∫
a
T (a, a)の普遍性より，任
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意の a ∈ C に対して次の図式を可換にする射 h : x→
∫
a
T (a, a)が存在する．

x

∫
a
T (a, a)

∏
a
T (a, a)

T (a, a)

h

q

r

λa

pa

積
∏
a
T (a, a)の普遍性より次の図式が可換となる．

x

∫
a
T (a, a)

∏
a
T (a, a)

h

q

r

エンド
∫
a
T (a, a)の普遍性より，r ◦h = qをみたす射 h : x→

∫
a
T (a, a)は一意的である．

故に
〈∫
a
T (a, a), r

〉
は射 s, t :

∏
a
T (a, a) →

∏
f

T (dom(f), cod(f))の equalizerである．

(2 =⇒ 1) 対象 e ∈ Dと C の射 l : e→
∏
a
T (a, a)の組 〈e, l〉を，射 s, t :

∏
a
T (a, a) →∏

f

T (dom(f), cod(f))の equalizerとする．a ∈ C に対して λa = pa ◦ l とおく．C の任

意の射 f : a→ bに対して図式

e
∏
a
T (a, a)

∏
f

T (dom(f), cod(f)) T (a, b)

T (a, a)

T (b, b)

l s

t

p′f

λa

λb

pa

pb

T (ida, f)

T (f, idb)

は可換であるから λa は wedge λ : e ··→ T を定める．〈e, λ〉が函手 T のエンドとなること
を示す．σ : x ··→ T を wedgeとする．積

∏
a
T (a, a)の普遍性より，任意の a ∈ C に対し

て次の図式を可換にする射 q : x→
∏
a
T (a, a)が存在する．

x
∏
a
T (a, a)

T (a, a)

q

σa pa
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C の任意の射 f : a→ bに対して図式

x
∏
a
T (a, a)

∏
f

T (dom(f), cod(f)) T (a, b)

T (a, a)

T (b, b)

q s

t

p′f

σa

σb

pa

pb

T (ida, f)

T (f, idb)

は可換であるから，積
∏
f

T (dom(f), cod(f)) の普遍性より s ◦ q = t ◦ q が従う．故に，

equalizer eの普遍性より次の図式を可換にする射 h : x→ eが存在する．

x

e

∏
a
T (a, a)h

q

l

したがって，任意の a ∈ C に対して次の図式は可換である．

x

e

∏
a
T (a, a) T (a, a)h

q

l

σa

pa

λa

このような射 hの一意性について示そう．射 h, h′ : x → eが任意の a ∈ C に対して次の
図式を可換にするとする．

x

e
∏
a
T (a, a)

T (a, a)

h, h′

l

σa

paλa

積
∏
a
T (a, a) の普遍性より l ◦ h = l ◦ h′ が従い，equalizer e の普遍性より h = h′ が従

う．故に 〈e, λ〉は函手 T のエンドである．

故に以下が成り立つ．
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定理 17. C を小圏，D を完備な圏とする．このとき，函手 T : Cop × C → D のエンド∫
a
T (a, a) ∈ D が存在する．

定理 18. 連続な函手はエンドを保つ．すなわち，F : D → X を連続函手とし，函手 T :

Cop × C → D のエンド
∫
a
T (a, a)が存在するとき，

F

(∫
a

T (a, a)

)
∼=
∫
a

F (T (a, a)).

系 19. 函手 T : Cop × C → D のエンド
∫
a
T (a, a)が存在するとき，

HomD

(
d,

∫
c

T (c, c)

)
∼=
∫
c

HomD(d, T (c, c)).

Dop で考えれば

HomD

(∫ c

T (a, a), d

)
∼=
∫
c

HomD(T (c, c), d)

もわかる．
エンドは極限で表すことができた．逆に，極限はエンドで表すことができる．

命題 20. T : C → Dを函手とし，T を函手 Cop ×C → Dとみなしたものを T0 とおく．
このとき以下は同値である．

(1) 函手 T : C → D の極限が存在する．
(2) 函手 T0 : C

op × C → D のエンドが存在する．

定義. C を圏，a ∈ C, x ∈ Setとする．

(1) 函手 HomSet(x,HomC(a,−)) : C → Setが表現可能なとき，これを表現する対象
を copower objectといい，x� aで表す．

HomSet(x,HomC(a,−)) ∼= HomC(x� a,−)

(2) 函手 HomSet(x,HomC(−, a)) : Cop → Setが表現可能なとき，これを表現する対
象を power objectといい，x t aで表す．

HomSet(x,HomC(−, a)) ∼= HomC(−, x t a)
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C を圏，a ∈ C, x ∈ Setとする．
∐
i∈x

a,
∏
i∈x

aが存在するとき，b ∈ C について自然に

HomSet(x,HomC(a, b)) ∼=
∏
i∈x

HomC(a, b) ∼= HomC

(∐
i∈x

a, b

)

HomSet(x,HomC(b, a)) ∼=
∏
i∈x

HomC(b, a) ∼= HomC

(
b,
∏
i∈x

a

)

であるから
x� a ∼=

∐
i∈x

a, x t a ∼=
∏
i∈x

a

が従う．
C を圏，a ∈ C とする．任意の x ∈ Setに対して x� a, x t aが存在するとき，随伴

−� a a HomC(a,−) : Set → C

− t a a HomC(−, a) : Set → Cop

が成り立つ．
C を圏とする．各対象 x ∈ Set, a ∈ C に対して x� aが存在すると仮定する．Setの
射 k : x→ y, C の射 f : a→ bに対して，合成

HomC(y � b, y � b)
∼=−→ HomSet(y,HomC(b, y � b))

HomC(f,y�b)◦−◦k−−−−−−−−−−−−→ HomSet(x,HomC(a, y � b))
∼=−→ HomC(x� a, y � b)

において idy�b に対応している射を k � f : x � a → y � bとする．このようにして函手
� : Set× C → C が定まる．同様にして，各対象 x ∈ Set, a ∈ C に対して x t aが存在
するとき，これは函手 t : Setop × C → C を定める．

定理 21. C,D,U を圏，F : C → D, E : C → U を函手とし，任意の c, c′ ∈ C, d ∈ Dに
対して copower object HomD(F (c), d)� E(c′)が存在すると仮定する．さらに，任意の
d ∈ Dに対してコエンド

∫ c∈C
HomD(F (c), d)�E(c)が存在すると仮定する．このとき，

F に沿った E の左 Kan拡張 F †E が存在する．
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証明. L =
∫ c∈C

HomD(F (c),−)� E(c)とおく．函手 S : D → U に対して自然に

HomUD(L, S) ∼=
∫
d∈D

HomU (L(d), S(d))

=

∫
d∈D

HomU

(∫ c∈C
HomD(F (c), d)� E(c), S(d)

)
∼=
∫
d∈D

(∫
c∈C

HomU (HomD(F (c), d)� E(c), S(d))

)
∼=
∫
d∈D

(∫
c∈C

HomSet(HomD(F (c), d),HomU (E(c), S(d)))

)
∼=
∫
c∈C

(∫
d∈D

HomSet(HomD(F (c), d),HomU (E(c), S(d)))

)
∼=
∫
c∈C

HomSetD(HomD(F (c),−),HomU (E(c), S(−)))

∼=
∫
c∈C

HomU (E(c), S(F (c)))

∼= HomUC (E,S ◦ F )

であるから L ∼= F †E が従う．

双対的に次が成り立つ．

定理 22. C,D,U を圏，F : C → D, E : C → U を函手とし，任意の c, c′ ∈ C, d ∈ D

に対して power object HomD(d, F (c)) t E(c′)が存在すると仮定する．さらに，任意の
d ∈ Dに対してエンド

∫
c∈C HomD(d, F (c)) t E(c)が存在すると仮定する．このとき，F

に沿った E の右 Kan拡張 F ‡E が存在し，F ‡E ∼=
∫
c∈C HomD(−, F (c)) t E(c)が成り

立つ．
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