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以下，ことわりがない限り選択公理を仮定せず，公理系 ZF で考えているものとする．
正の整数全体の集合を Z+ で表す．

定義. X を集合，U , V を X の部分集合族とする．V が U を細分する，あるいは V は U
の細分であるとは，任意の V ∈ V に対してある U ∈ U が存在して V ⊆ U をみたすこと
をいう．

定義. X を位相空間，U をX の部分集合族とする．U がX で局所有限であるとは，任意
の点 x ∈ X に対して xのある近傍 V が存在し，{ U ∈ U | U ∩ V 6= ∅ }が有限集合とな
ることをいう．

定義. 位相空間 X の任意の開被覆が局所有限な開被覆によって細分されるとき，X はパ
ラコンパクトであるという．

〈X, ρ〉を距離空間とする．中心 x ∈ X, 半径 r > 0の開球を B(x, r)で表す：

B(x, r) = { y ∈ X | ρ(x, y) < r } .

命題 1. 〈X, ρ〉を距離空間，C を X の整列可能な開被覆とする．このとき C は局所有限
な開被覆によって細分される．

証明. ≤C を C 上の整列順序とする．C ∈ C と n ∈ Z+ に対して，集合 AC,n, DC,n を以
下のように，nに関して帰納的に定める：AC,n は条件

(1) C = min { C ′ ∈ C | x ∈ C ′ },
(2) ∀C ′ ∈ C (∀j < n (x /∈ DC′,j)),
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(3) B(x, 3 · 2−n) ⊆ C

をみたす x ∈ X 全体の集合，

DC,n =
⋃

x∈AC,n

B
(
x, 2−n

)
.

D = {DC,n | C ∈ C, n > 0 }とおく．明らかに D は C の細分である．x ∈ X とする．C
はX の整列可能な開被覆であるから x ∈ C0 なる最小の C0 ∈ C が存在する．条件 3をみ
たす nを取る．ここで ∀C ∈ C (∀j ≤ n (x /∈ DC,j))と仮定すると，特に条件 2をみたす
から x ∈ AC0,n ⊆ DC0,n となるが，これは仮定に反する．したがって x ∈ DC,j をみたす
C ∈ C, j < nが存在する．故に D は X の開被覆である．
Dが局所有限であることを示す．x ∈ X とし，C1 = min { C ∈ C | ∃n > 0 (x ∈ DC,n) }
とおき，x ∈ DC1,n をみたす nを取る．B

(
x, 2−j

)
⊆ DC1,n となるように j を取る．以下

が成り立つことを示す：

(a) i ≥ n+ j ならば B
(
x, 2−(n+j)

)
は任意の C ∈ C で DC,i と交わらない．

(b) i < n+ j ならば B
(
x, 2−(n+j)

)
は高々一つの C ∈ C で DC,i と交わる．

まず aを証明する．i > nであるから，条件 2によって DC,i の定義に使われている半
径 2−iの開球の中心 yはDC1,nの外にある：∀y ∈ AC,i (y /∈ DC1,n). B

(
x, 2−j

)
⊆ DC1,n

故 ρ(x, y) ≥ 2−j である．i ≥ j + 1であるから 2−i ≤ 2−(j+1) となり，n+ j ≥ j + 1で
あるから 2−(n+j) ≤ 2−(j+1) となる．よって

2−(n+j) + 2−i ≤ 2−(j+1) + 2−(j+1)

= 2−(j+1)+1

= 2−j

であるから B
(
x, 2−(n+j)

)
∩B

(
y, 2−i

)
= ∅となる．よって B

(
x, 2−(n+j)

)
∩DC,i = ∅が

従う．
次に bを証明する．p ∈ DC,i, q ∈ DC′,i, C <C C ′ ならば ρ(p, q) > 2−(n+j)+1 となる
ことを示せばよい．

∵) ある C ∈ C で B
(
x, 2−(n+j)

)
∩DC,i 6= ∅が成り立つとし，そのような C ∈ C で

最小のものを C2 とする：

C2 = min
{
C ∈ C

∣∣∣ B(
x, 2−(n+j)

)
∩DC,i 6= ∅

}
.
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p ∈ B
(
x, 2−(n+j)

)
∩DC2,iとする．C ′ ∈ CがC2 <C C ′をみたしているとし，q ∈ DC′,i

とする．このとき ρ(p, q) > 2−(n+j)+1であるからB
(
x, 2−(n+j)

)
∩DC′,i = ∅となる．

p ∈ DC,i, q ∈ DC′,i, C <C C ′ とする．p ∈ B
(
y, 2−i

)
, q ∈ B

(
z, 2−i

)
なる点 y ∈ AC,i,

z ∈ AC′,i が存在する．条件 3より B
(
y, 3 · 2−i

)
⊆ C である．条件 1より z /∈ C である．

よって ρ(y, z) ≥ 3 · 2−i となり，ρ(p, q) > 2−i ≥ 2−(n+j)+1 がわかる．

命題 2. 整列可能稠密部分集合をもつ距離空間はパラコンパクトである．

証明. 〈X, ρ〉を距離空間，U を X の開被覆，E を整列可能稠密部分集合とする．y ∈ E

に対して
ny = min

{
n ∈ Z+

∣∣ ∃U ∈ U
(
B
(
y, 1

n

)
⊆ U

) }
とおき，

V =
{
B
(
y, 1

ny

) ∣∣∣ y ∈ E
}

とおく．明らかに V は U の細分である．V がX の開被覆であることを示す．x ∈ X とす
る．U は X の開被覆故

∃U ∈ U
(
∃n ∈ Z+

(
B
(
x, 1

n

)
⊆ U

))
となる．E は X において稠密であるから B

(
x, 1

2n

)
∩ E 6= ∅となる．y ∈ B

(
x, 1

2n

)
∩ E

を取る．このとき
x ∈ B

(
y, 1

2n

)
⊆ B

(
x, 1

n

)
⊆ U

である．

∵) z ∈ B
(
y, 1

2n

)
とする．

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) < 1
2n + 1

2n = 1
n

であるから z ∈ B
(
x, 1

n

)
となる．

ny の取り方から x ∈ B
(
y, 1

2n

)
⊆ B

(
y, 1

ny

)
となる．故に V は X の開被覆である．また

E が整列可能であるから V は整列可能である．命題 1より V を細分する局所有限な開被
覆W が存在する．W は U の細分である．

系 3. 可分距離空間はパラコンパクトである．
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