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1 ultrafilter
X を集合とする．冪集合 P(X)の部分集合 S について，S の有限個の元の共通部分が
空でないとき，S は有限交差性をもつという．E ⊆ P(X)を有限個の元の共通部分につい
て閉じている部分集合とする．（0個の共通部分として X ∈ E である．）E の部分集合 F
で次をみたすものを（X 上の）E-filterという：

(1) ∅ /∈ F , X ∈ F .
(2) F, F ′ ∈ F ならば F ∩ F ′ ∈ F .
(3) F ∈ F , F ′ ∈ E , F ⊆ F ′ ならば F ∈ F .

∗ 本稿は Math Advent Calendar 2022 (https://adventar.org/calendars/7662) の 7 日目の記事
です．

† https://yuu7269.github.io/notes.
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E-filter 全体の集合は包含関係により順序集合となり，この集合の極大元を E-ultrafilter
という．E-filter や E-ultrafilter を単に filter, ultrafilter ということもある．定義から
filterは有限交差性をもつ．有限交差性をもつ空でない部分集合 S ⊆ E に対して，S の有
限個の元の共通部分全体の集合をHとし，

F = { F ∈ E | ∃H ∈ H (H ⊆ F ) }

とすると，F は filterである．このことから次が成り立つ．

命題 1. 有限交差性をもつ部分集合 S ⊆ E が ultrafilter F を含むとき，S = F で
ある．

命題 2. F ,F ′ を E-ultrafilterとする．このとき次が成り立つ．

(1) A ∈ E について，任意の F ∈ F に対して A ∩ F 6= ∅ならば A ∈ F である．
(2) A,A′ ∈ E , A ∪A′ ∈ F ならば，A ∈ F または A′ ∈ F である．
(3) F 6= F ′ ならば，F ∩ F ′ = ∅をみたす F ∈ F , F ′ ∈ F ′ が存在する．

証明. (1) F ∪ {A }は F を含み有限交差性をもつから F ∪ {A } = F となり，A ∈ F が
従う．

(2) A,A′ ∈ E , A ∪A′ ∈ F , A /∈ F とし，

G = { F ∈ E | A ∪ F ∈ F }

とおく．F ∪ {A′ } ⊆ G である．G が有限交差性をもつことを示そう．F0, . . . , Fn−1 ∈ G
とすると，

A ∪

(
n−1⋂
i=0

Fi

)
=

n−1⋂
i=0

(A ∪ Fi) ∈ F

である．もし
n−1⋂
i=0

Fi = ∅ ならば A ∈ F となり，A /∈ F であることに反する．故に
n−1⋂
i=0

Fi 6= ∅が従う．したがって G は有限交差性をもち，F = G となり，A′ ∈ F が従う．

(3) 対偶を示す．任意の F ∈ F , F ′ ∈ F ′ に対して F ∩ F ′ 6= ∅とする．F ∪F ′ は F と
F ′ を含み有限交差性をもつから F = F ∪ F ′ = F ′ が従う．

x ∈ X に対して F(x) = {A ∈ E | x ∈ A }とおく．これは filterである．

命題 3. x ∈ X に対して以下は同値である．
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(1) F(x)は E-ultrafilterである．
(2) xを含まない任意の A ∈ E に対して，x ∈ F , F ∩ A = ∅をみたす F ∈ E が存在
する．

証明. (1 ⇒ 2) xを含まない A ∈ E に対して，A /∈ F(x)であるから A ∩ F = ∅をみた
す F ∈ F(x)が存在する．F(x)の定義から x ∈ F である．

(2 ⇒ 1) F(x) ( F をみたす F ⊆ E について考える．A /∈ F(x)をみたす A ∈ F が
存在する．x ∈ X \Aである．条件 2により x ∈ F , A∩F = ∅をみたす F ∈ E が存在す
る．F ∈ F(x) ⊆ F であり，A ∩ F = ∅であるから F は有限交差性をもたない．

例 4. X を T1 空間，E としてX の閉集合系 A(X)を考える．このとき任意の x ∈ X に
対して F(x)は ultrafilterである．

命題 5. X 上の E-ultrafilter F に対して以下は同値である．

(1) F = F(x)をみたす x ∈ X が存在する．
(2)

⋂
F 6= ∅.

証明. (1 ⇒ 2) 明らか．
(2 ⇒ 1) x ∈

⋂
F とする．F ⊆ F(x) であるから F の極大性により F = F(x) が

従う．

集合 X 上の E-ultrafilter 全体の集合を W(X, E) と書く．任意の x ∈ X に対して
F(x) ∈ W(X, E) であるとき，写像 wE : X → W(X, E) を x 7→ F(x) によって定める．
これを単に wと書くこともある．

命題 6. 任意の x ∈ X に対して F(x) ∈ W(X, E)であるとする．このとき，以下は同値
である．

(1) 任意の x ∈ X に対して
⋂

F(x) = { x }である．
(2) w : X → W(X, E)は単射である．

証明. (1 ⇒ 2) x, x′ ∈ X, F(x) = F(x′)とすると，

{ x } =
⋂

F(x) =
⋂

F(x′) = { x′ }

であるから x = x′ が従う．
(2 ⇒ 1) x ∈ X とする．x 6= x′ となる点 x′ ∈ X に対して，w が単射であるから
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F(x) 6= F(x′) となる．故に F ∩ F ′ = ∅ をみたす F ∈ F(x), F ′ ∈ F(x′) が存在する．
よって

⋂
F(x) = { x }となる．

2 Wallmanコンパクト化

2.1 定義と性質

定義. X を位相空間，B ⊆ A(X)とする．任意の A ∈ A(X)に対して A =
⋂
B′ をみた

す B′ ⊆ B が存在するとき，B を閉基という．

B が閉基であることの必要十分条件は {Ac | A ∈ B }が開基となることである．

定義. X を T1 空間，C ⊆ A(X)とする．C が以下をみたすとき，C を T1 基底という．

(1) C は閉基である．
(2) C は有限個の元の和および共通部分について閉じている．
(3) 任意の x ∈ X と，xを含まない任意の A ∈ C に対して，x ∈ F , F ∩A = ∅をみた
す F ∈ C が存在する．

T1 空間 X の T1 基底を C とする．C-ultrafilter 全体の集合をW(X, C) と書き，特に
C = A(X)のときW(X)と書く．A ∈ C, U = X \Aに対して

A∗ = { F ∈ W(X, C) | A ∈ F }
U∗ = { F ∈ W(X, C) | ∃F ∈ F (F ⊆ U) }

とおく．

命題 7. A ∈ C, U = X \Aとする．F ∈ W(X, C)に対して以下は同値である．

(1) F ⊆ U をみたす F ∈ F が存在する．
(2) A /∈ F .

証明.

F ⊆ U をみたす F ∈ F が存在する ⇐⇒ F ∩A = ∅をみたす F ∈ F が存在する
⇐⇒ A /∈ F .

系 8. C を T1 空間 X の T1 基底，A ∈ C, U = X \Aとする．このとき次が成り立つ．

(1) A∗ = W(X, C) \ U∗.
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(2) U∗ = W(X, C) \A∗.

命題 9. C を T1 空間 X の T1 基底，A ∈ C とする．このとき次が成り立つ．

(1) A = ∅ ⇐⇒ A∗ = ∅.
(2) A = X ⇐⇒ A∗ = W(X, C).

証明. (1) A 6= ∅ とすると，x ∈ A をみたす x が存在する．故に F(x) ∈ A∗ となり，
A∗ 6= ∅が従う．逆は明らかである．

(2) A 6= X とすると，x /∈ A をみたす x ∈ X が存在する．故に F(x) /∈ A∗ となり，
A∗ 6= W(X, C)が従う．逆は明らかである．

系 10. C を T1 空間 X の T1 基底，X \ U ∈ C とする．このとき次が成り立つ．

(1) U = ∅ ⇐⇒ U∗ = ∅.
(2) U = X ⇐⇒ U∗ = W(X, C).

命題 11. C を T1 空間 X の T1 基底，Ai ∈ C (i = 0, 1) とする．このとき次が成り立つ．

(1) (A0 ∪A1)∗ = (A0)∗ ∪ (A1)∗.
(2) (A0 ∩A1)∗ = (A0)∗ ∩ (A1)∗.

証明. (1)

F ∈ (A0 ∪A1)∗ ⇐⇒ A0 ∪A1 ∈ F
⇐⇒ (A0 ∈ F) ∨ (A1 ∈ F)

⇐⇒ (F ∈ (A0)∗) ∨ (F ∈ (A1)∗)

⇐⇒ F ∈ (A0)∗ ∪ (A1)∗.

(2)

F ∈ (A0 ∩A1)∗ ⇐⇒ A0 ∩A1 ∈ F
⇐⇒ (A0 ∈ F) ∧ (A1 ∈ F)

⇐⇒ (F ∈ (A0)∗) ∧ (F ∈ (A1)∗)

⇐⇒ F ∈ (A0)∗ ∩ (A1)∗.

系 12. C を T1 空間 X の T1 基底，X \ Ui ∈ C (i = 0, 1) とする．このとき次が成り
立つ．

(1) (U0 ∪ U1)
∗
= (U0)

∗ ∪ (U1)
∗.
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(2) (U0 ∩ U1)
∗
= (U0)

∗ ∩ (U1)
∗.

X を T1 空間，C を X の T1 基底とする．B = {A∗ | A ∈ C } とおくと，∅∗ = ∅,
(A0 ∪A1)∗ = (A0)∗ ∪ (A1)∗ であるから Bが生成する位相 TW(X,C) は Bを閉基としても
つ．位相空間

〈
W(X, C), TW(X,C)

〉
を単にW(X, C)と書く．

定義. X,Y を位相空間，f : X → Y を連続写像とする．f によってX と f(X)が同相に
なるとき，f を埋め込みという．埋め込み f が ClY (f(X)) = Y をみたすとき，組 〈Y, f〉
を X の拡張空間という．特に Y がコンパクトであるとき，〈Y, f〉を X のコンパクト化
という．〈Y, f〉を単に Y と書くこともある．

定理 13. 任意の T1 空間X, その任意の T1 基底 C に対して 〈W(X, C), w〉はX の T1 コ
ンパクト化である．

証明. X を T1 空間，C を X の T1 基底とする．まず，W(X, C) が T1 空間であるこ
とを示す．任意の F ∈ W(X, C) に対して { F } =

⋂
A∈F

A∗ であることを示せばよい．

F ∈
⋂

A∈F
A∗ であることは明らか．F ′ ∈

⋂
A∈F

A∗ とすると F ⊆ F ′ が従い，F の極大性

により F = F ′ となる．故に { F } =
⋂

A∈F
A∗ が従う．

次に，w : X → W(X, C) が埋め込みであることを示す．A ∈ C に対して w(A) =

w(X) ∩A∗ である．

∵) (⊆) x ∈ A, F(x) ∈ w(A)とする．A ∈ F(x)であるから F(x) ∈ A∗ が従う．
(⊇) F ∈ w(X) ∩ A∗ とする．F ∈ w(X)から F = F(x)をみたす x ∈ X が存在
し，F ∈ A∗ から A ∈ F が従う．故に x ∈ Aとなり，F ∈ w(A)が従う．

G ⊆ X を閉集合とする．C は X の閉基であるから，ある部分集合 C′ ⊆ C が存在し
G =

⋂
C′ となる．w(

⋂
C′) = w(X) ∩

⋂
{A∗ | A ∈ C′ }である．

∵) (⊆)

w
(⋂

C′
)
⊆
⋂

{ w(A) | A ∈ C′ }

=
⋂

{ w(X) ∩A∗ | A ∈ C′ }

= w(X) ∩
⋂

{A∗ | A ∈ C′ } .
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(⊇) F ∈ w(X) ∩
⋂

{A∗ | A ∈ C′ } とする．F ∈ w(X) 故，F = F(x) をみたす
x ∈ X が存在する．F ∈

⋂
{A∗ | A ∈ C′ }故，任意の A ∈ C′ に対して A ∈ F であ

る．したがって x ∈
⋂

C′ となり，F = F(x) ∈ w(
⋂

C′)が従う．⋂
{A∗ | A ∈ C′ }はW(X, C)の閉集合であるから w(X) ∩

⋂
{A∗ | A ∈ C′ }は部分空間

w(X)の閉集合である．故に wが閉写像であることが従う．また，A ∈ C に対して

x ∈ w−1(A∗) ⇐⇒ F(x) ∈ A∗

⇐⇒ A ∈ F(x)

⇐⇒ x ∈ A

であるから w−1(A∗) = Aが従い，wが連続であることがわかる．C は T1 空間X の閉基
であるから { x } = Cl({ x }) =

⋂
F(x)となり，命題 6によって w は単射となる．よっ

て wは埋め込みである．
次に，Cl(w(X)) = W(X, C) であることを示す．F を W(X, C) の閉集合で F 6=

W(X, C) をみたすものとする．このとき F /∈ F をみたす F ∈ W(X, C) が存在する．
{A∗ | A ∈ C }はW(X, C)の閉基であるから F /∈ A∗, F ⊆ A∗ をみたす A ∈ C が存在す
る．A /∈ F であるから A 6= X が従い，x /∈ Aをみたす x ∈ X が存在する．A /∈ F(x)で
あるから F(x) /∈ A∗ となる．故に w(X) * F が従い，Cl(w(X)) = W(X, C)となること
がわかる．
最後に，W(X, C)がコンパクトであることを示す．{ Fs | s ∈ S }をW(X, C)の空でな
い閉集合族で有限交差性をもつものとする．{A∗ | A ∈ C } はW(X, C) の閉基であるか
ら At ∈ C によって Fs =

⋂
t∈Ts

(At)∗ と書ける．T =
⋃
s∈S

Ts とおくと {At | t ∈ T }は X

の空でない閉集合族で有限交差性をもつから，これを含む F ∈ W(X, C)が存在する．

F ∈
⋂
A∈F

A∗ ⊆
⋂
t∈T

(At)∗ =
⋂
s∈S

Fs

故
⋂
s∈S

Fs 6= ∅が従う．よってW(X, C)はコンパクトである．

埋め込み w : X → W(X, C)によってX と w(X)を同一視する．定理 13と選択公理は
ZF上同値である ([KT13, Theorem 4.1]). W(X, C)を T1 空間 X の T1 基底 C に関する
Wallmanコンパクト化という．特に C = A(X)のとき，W(X)をX のWallmanコンパ
クト化という．〈W(X), w〉は定理 15のような普遍性をもつ．

補題 14. Aを位相空間X の稠密部分集合，ι : A → X を包含写像，f を Aからコンパク
ト Hausdorff空間 Y への連続写像とする．このとき，以下は同値である．
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(1) 図式
A X

Y

ι

f
h

を可換にする連続写像 h : X → Y が存在する．
(2) Y の交わりをもたない任意の閉集合 B0, B1 に対して

ClX
(
f−1(B0)

)
∩ ClX

(
f−1(B1)

)
= ∅.

証明. (1 ⇒ 2) B0, B1 を Y の交わりをもたない閉集合とすると，h−1(B0), h−1(B1)は
X の交わりをもたない閉集合であるから

ClX
(
f−1(B0)

)
∩ ClX

(
f−1(B1)

)
⊆ h−1(B0) ∩ h−1(B0) = ∅.

が従う．
(2 ⇒ 1) x ∈ X とする．xの開近傍全体の集合を N (x)と書く．Y の閉集合族

{ Cl(f(A ∩ U)) | U ∈ N (x) }

は有限交差性をもつ．

∵) A の稠密性により，任意の U ∈ N (x) に対して Cl(f(A ∩ U)) は空でない．

U0, . . . , Un−1 ∈ N (x)に対して
n−1⋂
i=0

Ui ∈ N (x)であり，

Cl

(
f

(
A ∩

n−1⋂
i=0

Ui

))
⊆ Cl

(
n−1⋂
i=0

f(A ∩ Ui)

)
⊆

n−1⋂
i=0

Cl(f(A ∩ Ui))

である．

Y がコンパクト故
⋂

U∈N (x)

Cl(f(A∩U)) 6= ∅である．
⋂

U∈N (x)

Cl(f(A∩U))は一点集合で

ある．

∵) y0, y1 ∈
⋂

U∈N (x)

Cl(f(A ∩ U)), y0 6= y1 と仮定する．Y はコンパクト Hausdorff

空間であるから正規空間である．故に Cl(V0) ∩ Cl(V1) = ∅ をみたす V0 ∈ N (y0),
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V1 ∈ N (y1)が存在する．f の連続性によって

ClX
(
f−1(Vi)

)
⊆ ClX

(
ClA

(
f−1(Vi)

))
⊆ ClX

(
f−1(Cl(Vi))

)
(i = 0, 1)

となり，条件 2によって

ClX
(
f−1(V0)

)
∩ ClX

(
f−1(V1)

)
= ∅

となる．故に
x /∈ ClX

(
f−1(V0)

)
∨ x /∈ ClX

(
f−1(V1)

)
が従う．一般性を損なわないため x /∈ ClX

(
f−1(V0)

)
とする．X \ ClX

(
f−1(V0)

)
∈

N (x)であるから

y0 ∈
⋂

U∈N (x)

Cl(f(A ∩ U)) ⊆ Cl
(
f
(
A \ ClX

(
f−1(V0)

)))
となる．一方，f

(
A \ ClX

(
f−1(V0)

))
⊆ Y \ V0 である．

∵) y ∈ f
(
A \ClX

(
f−1(V0)

))
とする．f(x) = yをみたす x ∈ A \ClX

(
f−1(V0)

)
が存在する．x ∈ A \ f−1(V0)故 y = f(x) ∈ Y \ V0 となる．

故に y0 /∈ Cl
(
f
(
A \ ClX

(
f−1(V0)

)))
となり矛盾する．よって y0 = y1 が従う．⋂

U∈N (x)

Cl(f(A∩U)) = { h(x) }とする．特に x ∈ Aならば f(x) = h(x)であるから図式

A X

Y

ι

f
h

は可換である．hが連続であることを示す．x ∈ X, V ∈ N (h(x))とする．

{ h(x) } =
⋂

U∈N (x)

Cl(f(A ∩ U)) ⊆ V

である．Y がコンパクトであるから閉集合 Y \ V はコンパクトであり，有限集合

{ U0, . . . , Uk−1 } ⊆ N (x) で
k−1⋂
j=0

Cl(f(A ∩ Uj)) ⊆ V をみたすものが存在する．U ′ =

k−1⋂
j=0

Uj とおくと U ′ ∈ N (x) である．U ′ は開集合であるから任意の x′ ∈ U ′ に対して
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U ′ ∈ N (x′)であり，

h(x′) ∈
⋂

U∈N
(
x′

)Cl(f(A ∩ U)) ⊆ Cl(f(A ∩ U ′))

⊆ Cl

k−1⋂
j=0

f(A ∩ Uj)

 ⊆
k−1⋂
j=0

Cl(f(A ∩ Uj)) ⊆ V

となる．故に h(U ′) ⊆ V が従う．

定理 15. X からコンパクト Hausdorff空間 Y への任意の連続写像 f に対して，図式

X W(X)

Y

w

f
h

を可換にする連続写像 h : W(X) → Y が一意的に存在する．

証明. 一意性は Y が Hausdorff空間であることから従う．B0, B1を Y の閉集合で交わり
をもたないものとする．f−1(B0), f−1(B1)は X の閉集合で交わりをもたない．

ClW(X)

(
f−1(B0)

)
∩ ClW(X)

(
f−1(B1)

)
⊆
(
f−1(B0)

)
∗ ∩
(
f−1(B1)

)
∗

=
(
f−1(B0) ∩ f−1(B1)

)
∗ = ∅

であるから，補題 14により図式

X W(X)

Y

w

f
h

を可換にする連続写像 h : W(X) → Y が存在する．

2.2 Hausdorff性

定義. C を T1 空間 X の T1 基底とする．C が「A, A′ を A ∩ A′ = ∅となる C の元とす
ると，A ∩ F = ∅, A′ ∩ F ′ = ∅, F ∪ F ′ = X をみたす F , F ′ ∈ C が存在する」をみたす
とき，C を正規基底という．
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例 16. 正規空間 X の閉集合系 A(X)は X の正規基底である．

命題 17. T1 空間 X が正規基底 C をもつとき，X は Hausdorff空間である．

証明. x, x′ ∈ X, x 6= x′とする．X が T1空間だから一点集合は閉集合であり，x′ /∈ { x }
である．C は X の正規基底であるから x′ /∈ F , { x } ⊆ F をみたす F ∈ C が存在し，こ
の F と x′ に対して x′ ∈ F ′, F ′ ∩ F = ∅をみたす F ′ ∈ C が存在する．再び C が X の正
規基底であることを用いると

F ∩G = ∅, F ′ ∩G′ = ∅, G ∪G′ = X

をみたす G,G′ ∈ C が存在する．X \G, X \G′ ⊆ X は

F ⊆ (X \G), F ′ ⊆ (X \G′), (X \G) ∩ (X \G′) = ∅

をみたす開集合である．

命題 18. C を T1 空間 X の正規基底とすると，W(X, C)は Hausdorff空間である．

証明. F ,F ′ ∈ W(X, C), F 6= F ′とする．このとき F ∩F ′ = ∅をみたす F ∈ F , F ′ ∈ F ′

が存在する．C は X の正規基底であるから

F ∩G = ∅, F ′ ∩G′ = ∅, G ∪G′ = X

をみたすG,G′ ∈ Cが存在する．U = X \G, V = X \G′とおくと，U∗, V ∗ ⊆ W(X, C)は

F ∈ U∗, F ′ ∈ V ∗, U∗ ∩ V ∗ = (U ∩ V )
∗
= ∅

をみたす開集合である．

特に C = A(X)の場合，逆が成り立つ．

命題 19. X を T1 空間とし，W(X)が Hausdorff空間であるとする．このとき，X は正
規空間である．

証明. A,B ⊆ X を交わりをもたない閉集合とする．このとき A∗, B∗ ⊆ W(X) は交わ
りをもたない閉集合である．W(X) はコンパクト Hausdorff 空間であるから正規空間で
あり，

A∗ ⊆ U, B∗ ⊆ V, U ∩ V = ∅

をみたす開集合 U, V ⊆ W(X)が存在する．X ∩ U , X ∩ V は X の開集合であり，

A ⊆ (X ∩ U), B ⊆ (X ∩ V ), (X ∩ U) ∩ (X ∩ V ) = ∅

をみたす．
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2.3 Stone-Čechコンパクト化との関係

定義. X を T1 空間とする．任意の x ∈ X と，x を含まない任意の閉集合 F に対して，
X 上の連続関数 f : X → [0, 1]で

f(x) = 0, ∀y ∈ F (f(y) = 1)

をみたすものが存在するとき，X を完全正則空間という．

正規空間は完全正則空間であり，完全正則空間は正則空間である．

定理 20 (Stone-Čechコンパクト化). 任意の位相空間X に対して，コンパクトHausdorff
空間 β(X)と連続写像 ηX : X → β(X)の組 〈β(X), ηX〉で次の普遍性をみたすものが存
在する：任意のコンパクト Hausdorff 空間 Y と任意の連続写像 f : X → Y に対して，
f = f̃ ◦ ηX をみたす連続写像 f̃ : β(X) → Y が一意的に存在する．

X β(X)

Y

ηX

f̃
f

β(X)

Y

f̃

X が完全正則空間のとき，〈β(X), ηX〉は X の T2 コンパクト化となる．

定理 21. X を正規空間としたとき，X のWallman コンパクト化 〈W(X), w〉 と X の
Stone-Čechコンパクト化 〈β(X), ηX〉について，図式

X W(X)

β(X)

w

ηX
∼=

を可換にする同相写像W(X) → β(X)が存在する．
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